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17
最近 Rubin は, 1次元の無秩序同位原子格子に外か ら平面波を送 りこむと,-
それ,ii必ず指数函数的に減衰することを示 したO -方 この ような格子の固有
2)-5)
モー ドは一般 に局在化 していることが知 られているO この2つの事実の閲
には密接な馳連のあることが予橡されるが ,この ノ･- トでは実際そ うである
ことを示すO
1. Rubinの理論の′融磐
Rublnの論文は まだ印刷になっていないので,まずその大略 を ここで 紹
介しようL〕疲近接調和相互作唱をもつ無限に長い 1次元結晶を考える,粒子
の番号を r･(`- cx'< r< cx')とし, r= Aj,J= 1,2,･･., N にある N
繭 の同位不純物原子 ('Bi'壷M)をのぞいて,すべての廃.子 の常態はェユである
とするOさらに /ll- 〇･ 〇 = Al<･･< AJ< ･.･ くAN とし,輝 度する
不純物の閲の雌磯は独立な確率分布に従 って,分布 しているもtT)と仮定する ｡
力の常数 をK, r番 目の産子の負竃をmrとか き,Qr= (m了 iTIV l｣ユ澱
び reduced tlm,i T≡ 2(K/m/'4㌔ を導入す ると,この種 手の運粛方軽式
は















をみたす (日 の解の･ 七- - における漸近形 を求め,それか ら r>AN に
おける故の凍 巾 JN(W)を計算 した･JN(a')は 0≦ r≦ANにおける不純
物の配置及び W,Q の函数であるが ,ゝNが十分大きいときには W,Q 及び不




･ N(W･Q･C ) -一言n塁1 en("nf)
とい う形に表わ されることが示 され るo 但 し ダn は 8 1 〒 6Hl か ら
(51
(4)
ダn- 〔∂+ (■L ダn-.-exp巨 ～anki-2ゆり〕~1 (5)
とい う漸化式によって次々に生成される竜である｡ここで











に よって変換 される竜であることがわかるO佃 L fln三 方- 2(ank+¢)
RLlbin は表式 (41を用いて,
(1) Cが十分 小さい･ときには,N→∞ で αN(叫 Q,C)はある正の値 よ
りも大きい,




Q criも ならば αN(叫 Q･C)の極限値 は任意の沸度 Cに対して正である･
(5) αN(W･QIC)> 0ならば･ N → - で fhNl→ 1 となる,
ことを示 した o aN(W,Q,C)がつねに正であることは証明されていないが,




上に現われた双一次変換 (10)と, phase theoTyで出て くる双一次変
換との関係をしらぺてみ よう｡ まず r- 0 に唯 1個の不純物がある場合 を考
える｡ 遵功方程式は
皿 W2Ⅹr+K 〔Ⅹr+1+Ⅹr_1-2Ⅹr〕- 0, rキ 〇･
Ma,?ⅩO+K〔Ⅹ1+Ⅹ_ 了 2Ⅹo〕-0, I- 0 (ll)
今
Ⅹr - IDe 2ipr+RDe- 2iPr, r≦ O,
Xr - Ile2iPr+Rle-1iPr r≧ o (12)
とお く,I,R はそれぞれ進行波 と後退波の振巾を表わす｡βとWの間には
いうまでもな く賢愚皿の原子か らなる親則格子の分散朗係
2
m a7 - 4Ksir12β
がな りたっ,
r- 0での連続性の条件か ら
工o + Ro= I l +Rl
(ll) - (14)か ら,



















f-I co LS 2β- 2Q.sin2β
7)
とい う関係のあることがわかる｡ (12)の代 りに
Ⅹr〒 I G 圧 ) +･Ro(r)･ r≦0,
Ⅹrニ 工1(rl + Rlrr), r≧ D
とい う表示 を間いるならば,
?? ???? ?? ?
?
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( 1 - iQ tanP )
(1d)
(▲17)




上では進行波を 工e2iPr と考えているが ,Rubirlの論 文では進行入射液



























この裏 を肘 いで (10)式 をか きか え ると,
ie lri,-ln-
(1+i･uanr)e2iPrlnihnf-1eir+ itarire-2i,'lIa,i?L
- itanγe2iPan il1-h-leir･" 1+ L･trl⊥l:r)e
Q,';a)(ihn_.e/iγ汀 Ql'a211 /1





とな る｡但 し dt'Ja?)揺 (n- 1)番 目の本 組物か らn番 目の不純物-の伝迷
行 列 もi(an)三 射 浸(0)ian-1の行flj要素であ る の (2針目ま, i e fγ h n と い
う寵が n番 目の不純物 の ところの複素扶 鰍比 zlrl と同 じもので ある ことを意
味 している :
zn - 乙eir i1n (25)
閣議 にして tgn は
･Cjn - e- ire-1 iPan 巨 - nrzn-1ePiPan
+ (1- itanH e-2頼anT l (261
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によって Z′≡ exp(l♂ ′ ) に変換 されるとき,位相 β,∂ ′ の問には
d∂/ dd■′- iAz+BU (2g)
とい う関係があ り,これが 1より大きいと今求めている解の振 巾は増大し,
1より小さいとそれは減少することを示 した｡さらに無秩序格子にお いては
90才(d6/▲d6 ′)の平均値が正にな り,従 って解の夜 中は乎均 して常に増
大すること,またこのために固有 モー ドが局在化す るのであることを示 したo
塗(0)は対_角行列であ り従 ?てこれに対 して d∂/dSJは常 に 1であるか ら,
今の歩合 埠(an)の集 ｡隼対して eog(dS/ d∂′)の平均櫨が正にな ると考
えて よいところが Zが単位円の上にある限り
Ql'㌍ )A+ Ql'a,A)
Q! ? 'Z･ Q,'a2n'
= 1
であるか ら,各 々の 喧(an) に対 して













ところで,Q,(O)と も量とによる Zの次々の変換は 1つの確率過程であるが ,こ
の過程に対して不変な集合は単位 円だけであるか ら, Zの定常分布 は単梗 円
の上に集中していなければならない O いいかえれば,21が はじめ何処にあっ
ても,.時間が十分たでば必ず単位 円の上に乗 って くるのである｡従 って長時
間平均 を問題にすろ場合には,Zは始めか ら,従 って常に,単位 円の上にあ
ると考えてよいO こうして結臥 'αN(a,Q,,C)が常に正であること,即ち
無秩序部分に入射 した平面波が必ず減衰することと,己が常に正であること,
即ち無秩序格子の固有 モー ドが常に局在化 していることとは全 く同等なこと ､
になるのである｡
6)
さて I Hor土 は･特殊振歯数のところでは ･Q≧ Qcrlも ならば位相 ∂n
は n･→ - において 2γと 方 の間に入 ってしまうことを示 した O -方 Rubin
は SF においては gn の極限分布が図の太い孤の上に入 ることを示 したo こ




Zが (2T,打)の問にある ということは,a- ieErh なる的係によってhが
(一言+T,7-㍗)の間におることを意味す･るが ･Rubinの計算 と H｡ri
7r
の計算を対応 させるためには前表によって△の符号を逆にしなければならな




無秩序格子では単位 円上にお体 る位相の漸近分布が王 >Oになるようなも
のであることは まだ証明されたわけではないが ,Jかな■り臆実な conjectL1re
であ る｡ここでは仮 にこれが estabH ･sh上されたことがあるとして話を進め
ようO す ると,･αN> 臼.な らば,Zの塵限分布は単位円上に乗 り,逆に Zの極
限分布が単位 円上に来れば aNP 0･である,とい うことになる.庵 秩序格子
では Z'の確率嘩程の唯一の不変集合が単位円であることか ら,極限分布は必
ず単位円上に来,従 って入射敵は減衰し,固有モー ドは局在す 畠,とい うわ
けである去この節では ,同 じこ.とが別の観点か らも髄論′されるこ`とを示そ う.
出発点とな るのは hN と JⅣ の閥の蘭係
1- LhN12- JNP(cd) (57)㌔-
であるO (この関係.(,ITP-Rublri.が αNT>･Oならば JN→0,､従 って EllNt= 1
とな り之は単位円上 に来る,とPL､う推論に用 いたものであるが,今度はこれ
を ‡zl- 1な らば αN>0になる,ということの論理‖こしょうというので
ある l o L幻 -→1な らば Ihト→1であるか ら,JN→ 〔iになるo 即 ち入射
波は消えてしまって,従 って必然的に完全反射がおこることになる H htP
は反射率の意味をもつ10そこで完全反射がお こるための条件 を改めて考え
てみ よう｡
まず r<Dでは常態 m, r≧ Uでは欝態 M の原子が規則正しく並んでい
る格子 を考 える. r< 0では伝達行列は il.{8.(0) r≧ Oでは ～立であるO こI
れ を
蛋之-- (三光 三光) (58)
と略記するo r< 侶 こおける入射波と反射波をそれぞれ Io,Ro,r≧ 0
におけ る入射波と反射波 を 1,R と蓄こうoM>mとし,全反射が起 る振動
数･即ち質態 叫の原子か らなる軍則格子の最大癌宣力数 Q,max(M) より大 きい
緩速数を考えると･鴫 の勧有鮮 6,+(iCJ >10+上 0+ <日 は実数であ




(-1)rLdJ r に比例 して増大 してゆ く鮮 とが 存在す る o Qが対角化 され る
表示では ,W- 2(K/′M)1/?･coshR とお くと,その対角要素は一一exp(-2R )
-exp(2方 ) であるかち ,-exp(-2E )三o+,-exp(2 6 - - 0- であ
り,従 って Ⅰの方が減少 してゆ く韓であ り,Rの方が増大してゆ く解である｡
轟2に示 した ように, rく ロの鶴城では ,Q用 とい う行列b† (Zo(∫),Ro(I)).T
とい うベ ク トルに作 机 ノて次 のベク トル (=O,(.I+1),Ro(I+1))Tを作 る
行列であ るo Lか L T≧ 0では 射 ま H l(I)･Rl(I))Tに作用して 日 l(r+1),
Rl(r十日 )を作 るのではない o Qの source s-は 1Je ratユ｡ と sinkstate
ratioをそれぞれ Z+; a-とか くと,行列
=j=-? ? ー
が Qを対角化す るか ら,射 ま
鶴 三) 千 (Z+:Il'(二'ニ lz{:三膏
(-59)
(4D)
?? ? ? ? ?
?? ?
に作用 して次の (.Z+ Il(I+O+zJ lt:I+O ＼
rl･(I+1)羅 Rl(I+1) )を作 るのであるOと ころが エ
れ レギー的に考 えて増大す る解は存在しない告である'か ら･ R1- rJとお く
と･ r≧ 0においては状態比 は勘 ニZ+ になけれ tJli.な らないことになる〇
･A+ は単位 FLjの とにあ るか ら,従 って r < 0においても状態比 軒勘 二単位
円の上になけれ ばな らな~い･3 これは 日 uE p EFi〔jiBl臣ら入射波 と反 射波の振
巾が等 しく,定常輝が 出来ており,エチルギ-の一方 むきの琉jlが ないこと
を意味す るO即ち完全反 身拍 ミ起 らなけれ ばならないOl)であるC
-増 大す る改 Rlが存在す ると, r≧ 侶 こおいて Tを大き くすると,状態比
はい くらでも Z_ に近ず く,この ことと上の無秩序格子の場合の LhNトう1
とい うこととが対応す るのであるOこの よ うな場合には r≧ ロで減少す る解
と増大す る解 とが存在 し,増大する解 の方 を消す よ うに完全反射が起 るので
あるOこれに反 して a'くQ'max(班)のときは Il も Rlも振動椎でその振 巾
は増大も減少 もせず ,従 って状熊比は r- ロで必ず しも単位 円の上 にな くて
て よく,エネルギ-の流れが あって よい｡この場合 には完全放射 は起 らない
1〔〕1-
魔 弾-
のであるo このことは･a'く wmax(M)では Qが楕円形で,状態比が 之
のような sin.紘 poiヱユtをもたないことに対応する｡ 以上をまとめると,状
態比が単位 円上に近ず くときには,減衰解 と増大解 とが存在し,-増大解が消
えるためには r-ljで状態比が単位 円上の, r≧ 0での解が減衰碑になる
ような点になければな らず ,従 って lIoL- 用 olとなり･全反射が起 らな
ければな らない,とい うことにな る ｡
無秩序藤子の場合豆は,Qが楕円的であるか双曲的であるかには関係な く
状祭比は単位 円上に近 ず くから,必ず完全反射が 起` るのであるが,､これは増
大す る辞と減少す る解 とが存在iるので ,増大す る方 を消すために紅 るので
あると考えることができる｡従 って無秩序格子ではaJの全領域にわたって也
有モー ドの局在化が起 る,とい うことが結論 され るのであるo
r- Cにおける位相は,r≧ ロにおけ る解が 減衰解にな/るような 櫨 にT
度 ならなければな らないo この鰻 は規則 格子の壕合には 乙+の位相で与え ら
れるが ,鮮秩序格子の場合には格子の車の不純物療子の配達に依存 し,一義
的にはきまらないO従 って入射波 と反射波の位相の斡係 も燕秩序部分の原子
の配 置によって替ることになる｡
5. 結 論
RLユbin の示 した無秩序緒晶内における波の音域豪と,園有号- ドの局 在化
とは密埠に関係 した現象であり,何れ も鮭吊は状憩比を格子の上で追 いかけ
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